Hans Rau-Bredow*

Portefeuilletheorie bei nicht-klassischen
Risikonutzenfunktionen

1 Einleitung

In diesem Beitrag soll eine Theorie der optimalen Portefeuilleselektion entwickelt
werden, die auf moglichst wenig restriktiven Annahmen beziiglich der individuel-
len Risikopriferenzen beruht. Dazu liegt der Riickgriff auf den sehr allgemeinen
Ansatz von Machina (1982) nahe, bei dem das fiir die axiomatische Herleitung
des herkommlichen Bernoulli-Prinzips notwendige Substitutionsaxiom durch eine
viel weniger einschrinkende Differenzierbarkeitsbedingung ersetzt wird. Als
Begriindung fiir ein solches Vorgehen wird von Machina angefiihrt, dag die iibri-
gen Axiome des Bernoulli-Prinzips lediglich die Existenz eines stetigen Priferenz-
funktionals gewihrleisten und somit weitgehend dem zum Beispiel auch in der
mikro6konomischen Haushaltstheorie tiblichen Vorgehen entsprechen!. Das Sub-
stitutionsaxiom verlangt jedoch dartiber hinaus, daf das Priferenzfunktional die
konkrete Gestalt des Erwartungsnutzens annimmt. Heute ist es wohl nicht mehr
umstritten, daf diese spezielle Gestalt der Risikopriferenzen dem empirisch beob-
achteten Risikoverhalten widersprichi2.

Die von Machina verwendete viel schwichere Differenzierbarkeitsbedingung
reicht aber bereits aus, um die Existenz einer sogenannten ,lokalen* Nutzenfunk-
tion zu beweisen, durch deren Eigenschaften ganz analog zu einer herkémmli-
chen Bernoulli-Nutzenfunktion das Risikoverhalten beschrieben wird. Fiir fast alle
alternativen Risikoentscheidungskalkile, die in der neueren Literatur entwickelt
wurden, kann eine lokale Nutzenfunktion angegeben werden. Dies ist zum Bei-
spiel auch fir den in der Arbeit von Weber (1990) verwendeten Ansatz der Fall.
Direkt als Sonderfall sind im Machina-Ansatz ebenso die klassischen p-o-Regeln
enthalten, durch die das Riskoverhalten insbesondere bei der Herleitung des
CAPM modelliert wird; zusitzliche Einschrinkungen wie zum Beispiel ein
normalverteiites Endvermogen miissen dazu nicht vorausgesetzt werden.

Der Ansatz von Machina wurde bisher noch nicht auf portefeuilletheoretische Fra-
gestellungen angewendet. In einem optimalen Portefeuille mu3 die Grenzrate der
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Substitution zwischen zwei Wertpapieren (beziehungsweise den damit verbunde-
nen Ergebnisverteilungen) mit dem exogen vorgegebenen Preisverhilinis iberein-
stimmen. Differenzierbarkeit ist offensichtlich die Mindestvoraussetzung an die
individuellen Risikopriferenzen, um diese marginalen Substitutionsraten berech-
nen zu konnen. Es liegt daher nahe, unter Verwendung einer lokalen Nutzenfunk-
tion Bedingungen flir ein optimales Portefenille anzugeben. Der dazu erforderli-
che etwas groere formale Aufwand ist wegen des wesentlich erweiterten Gel-
tungsbereiches der abzuleitenden Aussagen gerechtfertigt. Ansitze zu einem auf
diesen Ergebnissen aufbauenden umfassenden Kapitalmarktmodell mit mehreren
Investoren werden ebenfalls diskutiert.

Die Arbeit gliedert sich wie folgt: Aufbauend auf eine knappe Darstellung der
Theorie der differenzierbaren Risikopriferenzen (Abschnitt 2) werden mit Hilfe
einer lokalen Nutzenfunktion Bedingungen fiir ein optimales Portefeuille abgelei-
tet (Abschnitt 3). Hieran schlieBen sich Uberlegungen zum klassischen CAPM
(Abschnitt 4) und zum Modell von Martin Weber (Abschnitt 5) an. Es folgt noch
eine Zusammenfassung mit Ausblick auf mégliche weitere Forschungen.

2 Die Theorie der differenzierbaren Risikopriiferenzen

Es wird von einem Priferenzfunktional U(F) ausgegangen, durch das die Prife-
renzbildung beziiglich unterschiedlicher Wahrscheinlichkeitsverteilungen F(x) =
PX < x) des zukiinftigen Vermogens abgebildet wird. Beim Bernowlli-Prinzip
wird mit Hilfe einer Reihe von Axiomen, von denen insbesondere das Substitu-
tionsaxiom umstritten ist3, die Existenz einer Nutzenfunktion u(x) bewiesen, so
da U(F) gleich dem Erwartungsnutzen U(F) = Ep u(x) sein muf. Aufgrund zahl-
reicher, hier nicht im einzelnen zu referierender empirischer Untersuchungen
durfte dieser Ansatz heute als falsifiziert anzusehen sein4.

Machina ersetzt deshalb das Substitutionsaxiom durch die Bedingung der soge-
nannten Fréchet-Differenzierbarkeit’. Dabei handelt es sich um ein geeignetes Dif-
ferenzierbarkeitskonzept fiir auf der Menge der Verteilungsfunktionen definierte
Priferenzfunktionale. Im Gegensatz zum Erwartungsnutzen ist dann die Linearitit
in den Wahrscheinlichkeiten nicht mehr gegeben, aber die vorausgesetzte Diffe-
renzierbarkeit erlaubt mit Hilfe einer Jlokalen®, insbesondere von der Vertei-
lungsfunktion F abhingigen Nutzenfunktion u(x,F) eine lokale Niherung durch
das lineare Erwartungsnutzenmodell. Konkret kann die Differenz U(F) — U(F*) wie
folgt durch die Differenz der Erwartungsnutzen approximiert werdenS:

UE) — UFE" = Jux,F*) (dFx) — dF*(x)) + of||[F=F*) (D

Dabei steht das Landausche Symbol o( ) fiir Restterme héherer Ordnung, das heifdt
es gilt o(x)/x — 0 fiir x — 0. Nach dieser Formel ergibt sich das Risikoverhal-
ten fiir alle Verteilungsfunktionen F(x), die sich gemiR der durch [|F-F*
= IF)-F*(x)| dx definierten Metrik in einer Umgebung der in der Jokalen Nut-
zenfunktion als zweites Argument eingesetzten Verteilung F* befinden, niherungs-

3 Vgl bereits Allais (1953).

4 Vgl. den Uberblick bei Machina (1982), S. 280ff., und die in Funote 2 angegebene Literatur.
5 Vgl Machina (1982), §. 293f.

6 Vgl. Machina (1982), 5. 294.

weise als Maximierung des Erwartungswertes Ju(x,F)dF(x) beziiglich der entschei-
dungsabhingigen Verteilungsfunktion F(x).

Aus &konomischer Sicht ist nun von Bedeutung, da in den Eigenschaften der
lokalen Nutzenfunktion — ganz analog zu einer herkommlichen Bernoulli-Nutzen-
funktion — die Risikoeinstellung des Individuums zum Ausdruck kommt. Risiko-
aversion kann also mit Hilfe des verallgemeinerten Pratt-Arrow-Indixes der abso-
luten Risikoaversion —u"(x,F)/u’(x,F) gemessen werden’; bei einer als Funktion
von x konkav verlaufenden lokalen Nutzenfunktion liegt daher Risikoaversion vor.
AuBerdem muf, damit das Dominanzprinzip beachtet wird, die lokale Nutzen-
funktion eine monoton steigende Funktion von x sein®.

Tabelle 1: Lokale Nutzenfunktionen u(x,F) fiir einige Risikopréiferenzfunktionale U(F)

U = Bezeichnung ulx, F) =
JuGx) dFGO Bernoulli-Prinzip u(x)
U(u,0) u-0-Prinzip su_ BUx’- 2ux
ou 8o 2a
UM, ... ,My) Klassische Entschei- A
mit M = E(xk) dungsregel mit hoheren kZ_] (8U / dM)xk
Momenten
Uy, © mit Wert/Risiko-Ansatz von | 08U < 4 5_U[ Q) _ o cr]
r=/e<wdF(x) Weber (1990) Su  Or
Rangplatzabhingige .
[utx) dw(FE)) Nutzentheorie von [u' @ w' FOMt
Ouiggin (1982) °
Jv(x) dF( Ratio-Form v(x) - U(F)wE/w
w(x) dF(O mit %= [w(®) dF@®
Ju) + Dlutx) - GIdE(x) Disappointment u() (1 = D) + Dlux) -1
mit ¥ = [u(dF(@) Theorie von mit D = [D Tu®- uldF()
Loomes/Sugden (1986)

In Tabelle I ist fir einige Risikoentscheidungskalkiile die zugeordnete lokale Nut-
zenfunktion angegeben?®. Bei diskreten Verteilungen w = (wy,...,w,,) ist ein heuristi-
scher Ansatz zur Berechnung der lokalen Nutzenfunktion durch partielle Ableitung
nach den einzelnen Wahrscheinlichkeiten w; moglich: u(x,w) = 8U(w)/8w;. Dies
folgt direkt aus der dann geltenden, zu Gleichung (1) analogen Niherung von
U(w) — U(w*) durch Z@UW*)/3w*) (w; — w*).

7 Vgl Machina (1982), S. 2991

8 Vgl Machina (1982), 5. 296,

9 Vgl dazu im einzelnen Rau-Bredow (1995b). Fiir die rangplatzabhingige Nutzenfunktion wurde
das Ergebnis von Quiggin (1991); S. 241, und fiir die Disappointment Theorie das von Loomes/Sug-
den (1986), S. 277, iibernommen. Eine weitere, nicht ganz deckungsgleiche Tabelle findet man bei
Machina (1983), S. 2741



Zur Illustration soll mit diesem heuristischen Ansatz die einem beliebigen p-o-Pri-
ferenzfunktional zugeordnete lokale Nutzenfunktion berechnet werden.

Wegen 1L = Zx;w; und ¢ =y Zx?w; — (Zxjwy)?

SU, o) _ aua LU 86 _8U  8U x2-2ux; @
5w, Of dw, doow, o' 8o

Dieses Ergebnis ist auch fur stetige Verteilungen giiltig, fiir x = x, erhilt man das in
Tabelle 1 angegebene Ergebnis!®. Als Funktion von x verlduft die lokale Nutzen-
funktion quadratisch. AuRerdem ist die lokale Nutzenfunktion noch von den Para-
metern |l und ¢ abhingig, hierin kommt der Einfluf der in das zweite Argument
eingesetzten Verteilungsfunktion F zum Ausdruck. Fiir das spezielle Priferenzfunk-
tional Uy, ¢) = ap + b(u? + o?) ergibt sich dagegen die herkommliche, von der
Verteilungsfunktion F unabhingige Bernoulli-Nutzenfunktion u(x) = ax + bx2
Dies entspricht genau der Vereinbarkeit von p-o-Regeln und Bernoulli-Prinzip bei
quadratischen Nutzenfunktionen.

Die erste Ableitung nach x, die unten auch bei der Herleitung des CAPM bendétigt
wird, lautet:

W F) = SU{p, o), SUW0) x—p (3)

o oG c
Ohne irgendeine Einschrinkung der zuldssigen Verteilungen kann die Positivitat
dieser Ableitung und damit eine monoton in x steigende lokale Nutzenfunktion

nicht garantiert werden. Gegen die p-o-Regeln ergibt sich also der Einwand, daf
Dominanzverstt8e nicht ausgeschlossen werden kénnen!!,

Abschlieend soll noch fiir eine beliebige p-0-Regel der Risikoaversionsindex
berechnet werden:

u'x,F) _ -1 4
u'(x, F) 5 dU U "
1 sg XM

Ein positiver Index und damit Risikoaversion ergibt sich fiir 8U/8c < 0 und
u'(x, F) > 0. Die Risikoaversion ist um so grofer, je kleiner absolut genommen
die Grenzrate der Substitution zwischen Standardabweichung o und Erwartungs-
wert | ausfallt.

3 Optimale Portefeuilles bei differenzierbaren Risikopriferenzen

Es wird ein Individuum betrachtet, das sein Vermogen W auf n Finanzierungstitel
verteilen will, wobei die spiteren Ruckfliisse der einzelnen Wertpapiere durch die
Zufallsvariablen X,....X, gegeben sind. Der Preis des Wertpapiers i ist p;, die
Anteile des Individuums an den einzelnen Wertpapieren werden mit a; bezeichnet,
Das Problem besteht darin, das Priferenzfunktional U(G) als Funktion der

10 Fiir einen Beweis vgl. Rau-Bredow (1992), §. 163.
11 Beispiele dazu findet man bei Copeland/Weston (1988), S. 99 1., Laux (1991), S, 161ff.,, und
Schneeweifs (1968),

mit G(x) bezeichneten Verteilungsfunktion der gesamten Riickfliisse I}:] 2;X; Zu maxi-
mieren'?:

Max: UGG)  mit E. ap =W )

Die Lagrangefunktion zu diesem Problem lautet:
L=U(G) +A(Zap, -W) ©®

Um durch partielle Ableitung nach den einzelnen Anteilen a; Bedingungen erster
Ordnung angeben zu konnen, muf zundchst die partielle Ableitung SU(G)/8a;
berechnet werden. Im mathematischen Anhang wird dazu folgendes Ergebnis
bewiesen:

dU(G)

= E[u' (T aX, & X} %!
I

Bei der Bildung des Erwartungswertes sind also fiir jeden Umweltzustand die
Riickfliisse des Portefeuilles Za, X, zu berechnen, in die erste Ableitung der loka-
len Nutzenfunktion einzusetzen und mit den jeweiligen Realisationen von X; zu
multiplizieren. Fir herkémmliche Bernoulli-Funktionen ist das Ergebnis durch par-
tielle Ableitung von U(G) = E u(Za,X,) nach a; direkt plausibel. Wenn eine Jokale
Nutzenfunktion verwendet wird, dann ist auBerdem die Verteilungsfunktion G(x)
des Portefeuilles im zweiten Argument einzusetzen.

Mit (7) und (6) ergibt sich aus der notwendigen Bedingung 8L/8a; = 0 fiir alle i;
Bl @ 2%, &) %] +Ap=0 ®

Es sei nun unterstellt, daf sich durch eine Linearkombination der Wertpapiere eine
risikofreie Anlage X; = IZb,X; mit Preis pr = Ibypy zusammenstellen 148t. Hierin ist
natiirlich auch der Spezialfall enthalten, daf ein einzelnes Wertpapier eine solche
risikolose Anlageméglichkeit reprisentiert. Aus Gleichung (8) erhilt man durch
Muttiplikation mit b; und anschlieBende Summation tber alle i

E u@aXi, G X +Apr=0 &)

Eliminierung von A aus (9) und (8) ergibt, wenn die Rendite 1 +r = Xy/p; flir risi-
kolose Anlagen verwendet wird:

1 E[u'(Za,.X,,G) X,]
1+r  Eu'(Za X,G)

Pi . (10)

Damit konnte folgende Bedingung fiir ein optimales Portefeuille abgeleitet wer-
den: Der diskontierte und gewichtete Erwartungswert von X; mufd mit dem Preis p;
des Wertpapiers i Ubereinstimmen, Dabei sind bei der Erwartungswertbildung
Zustande, in denen der anhand der ersten Ableitung der lokalen Nutzenfunktion
u'(XagX,,G) zu berechnende Grenznutzen des gesamten Portefeuilles groR ist, stir-
ker zu gewichten als Zustinde, in denen dieser Grenznutzen gering ist.

12 Zur Vereinfachung der Notation wird hierbei die Abhingigkeit der Verteilungsfunktion G(x) von
den Anteilen a,,...,a, unterdriickr.



Bisher wurde Vollstindigkeit des Wertpapiermarktes nicht vorausgesetzt. Ein voll-
standiger Markt ist gegeben, wenn n Wertpapiere bei entsprechend n moglichen
Umweltzustinden stochastisch linear unabhingig sind. In einem vollstindigen
Markt kann die Analyse zu einem State-Preference-Ansatz!3 vereinfacht werden. Es
wird dann davon ausgegangen, daf die Zufallsvariablen X; jeweils genau im mit
Wahrscheinlichkeit w; eintretenden Umweltzustand i den Wert Eins annehmen und
sonst immer gleich Null sind. Gleichung (10) vereinfacht sich dann zu:

1 u'(a;,Gw,
1+1 3 u'(a,G)w,
K

(1D

Dieses Ergebnis wird auch von Franke/Hax angegeben'. Es lift sich offensichi-
lich verallgemeinern, indem Bernoulli-Nutzenfunktionen durch lokale Nutzen-
funktionen vom Machina-Typ ersetzt werden.

Die bisherige Ableitung bezieht sich auf einen einzelnen Investor, der bei gegebe-
nen Preisen optimal disponiert. Im Gleichgewicht eines Kapitalmarktes mit mehre-
ren Marktteilnehmern sind die Preise p; dagegen nicht mehr exogen vorgegeben,
sondern modellendogen so zu bestimmen, daB auch die Marktriumungsbedingun-
gen erfiillt sind. Die Marktriumungsbedingungen besagen, daR fiir jedes Wertpa-
pier die Summe aus den sich fiir die verschiedenen Marktteilnehmer ergebenden
Anteilen a; mit dem gesamten Angebot des Wertpapiers i tibereinstimmen mug.
Die schwierige Frage nach hinreichenden Bedingungen fiir ein solches globales
Gleichgewicht soll hier offenbleiben. Da jeder Investor im Gleichgewicht optimal
disponiert, ist in einem solchen Kapitalmarkunodell auch die Bedingung (10) fiir
ein optimales Portefeuille jeweils giltig, wenn auf der rechten Seite die lokalen
Nutzenfunktionen und das optimale Portefeuille eines bestimmten Anlegers ein-
gesetzt werden.

4 Zur Herleitung des CAPM

Im folgenden soll die Bedingung (10) fiir ein optimales Portefeuille entsprechend
der Wertpapiermarktlinie umgeformt werden, ohne zunichst die lokale Nutzen-
funktion zu spezifizieren. Um die Grundgleichung des CAPM zu erhalten, ist
anschlieBend in einem weiteren Schritt die einer p-o-Regel zugeordnete lokale
Nutzenfunktion einzusetzen.

Multipliziert man (10) mit — (1 +r) und addiert anschlieBend auf beiden Seiten
E(X)), dann erhilt man mit X* = Za;X, unter Verwendung der Kovarianz:

Cov[X,,u'(X*,G)]

EX)-p (1 +0=-
Fu'(X*%G)

(12)

13 Vgl dazu auch Copeland/Weston (1988), S. 109ff,
14 Vgl. Franke/Hax (1994), S. 376.

Durch Multiplikation mit den Anteilen aj und anschlieender Summation iiber alle
i folgt auerdem mit p* = Zagpy:

Cov[X* u'(X* G)]
E u'(X*G)

EX)-p' (1+1)=- (13)

Division von (12) durch (13) ergibt mit den Renditen 1 +R, = X;/p; und 1 +R* =
b, o ig:

E(R)-r _ Cov[R,u' (X*,G)] 4
E(R*) —r Cov[R*,u’' (X* G)]

Diese Charakterisierung eines optimalen Portefeuilles formuliert einen Zusammen-
hang zwischen der Rendite R; eines einzelnen Wertpapiers i und der Rendite R*
des gesamten Portefeuilles, der immer dann giiltig ist, wenn die Risikopriferenzen
die vorausgesetzte allgemeine Differenzierbarkeitsbedingung erfiillen. Dabei ist
das ,Beta* auf der rechten Seite gleich dem Quotienten aus den Kovarianzen der
Renditen jeweils mit dem Grenznutzen des gesamten Portefeuilles. Dieser Grenz-
nutzen u'(X*,G) berechnet sich aus der lokalen Nutzenfunktion des Investors, so
daR dieser Renditezusammenhang im allgemeinen von den individuellen Risiko-
priiferenzen des betrachteten Anlegers abhdngig ist.

Im folgenden sei nun angenommen, daf der betrachtete Investor seine Entschei-
dungen an einer |L-0-Regel ausrichtet. Die dem Priferenzfunktional Uy, 6) zuge-
ordnete Nutzenfunktion verliduft dann quadratisch in x, so daf sich fiir die Ablei-
tung u'(x, F) gemidR Gleichung (3) eine lineare Funktion ergibt, deren Koeffizien-
ten bei der Berechnung der Kovarianzen als Konstanten zu betrachten sind und
wegfallen beziehungsweise gekiirzt werden konnen. Substitution von (3) in (14)
ergibt nun:

ER)D-r _ Cov(R;,X*) _ Cov(R;R*")
E(R*) —r Cov{R*, X*) Var(R*)

(15)

In dieses Ergebnis koénnen allein iiber das jeweils optimale Portefeuille noch anle-
gerindividuelle Bedingungen eingehen. Wenn jedoch bei den Anlageentscheidun-
gen nur die Parameter | und ¢ beriicksichtigt werden, dann wird aufgrund des
Separationsergebnisses von Tobin!® die optimale Struktur des Portefeuilles aus ris-
kanten Wertpapieren von der individuellen Risikoeinstellung des Investors nicht
beeinfluft. Man kann also mit einem vom Priferenzfunktional des Investors unab-
hidngigen Wert a; fir die an den einzelnen Wertpapieren gehaltenen Anteile a; =
a} / d schreiben, dabei ist d ein sich aus der individuellen Risikoeinstellung erge-
bender und fiir alle Wertpapiere i identischer Faktor'®. Die Risikoeinstellung

15 Vgl. Tebin (1958), S. 84.

16 Beweisskizze: u'(x,F) ist gemiR (3) in der zur Bedingung (10) fir ein optumales Portefeuille dqui-
valenten Gleichung (12) zu substituieren. Wegen E u(X",G) = 8U/3p ergibt sich E(X) — pil+ 1) =
d{ a,Cov(X, X, wenn d = — 1/o (BU/80 : dU/BIL) gesetzt wird. Bei stochastisch linear unabhin-



bestimmt daher nur die sich aus dem Faktor d ergebende Aufteilung der Mittel
zwischen sicherer Anlage'” und riskantem Portefeuille, jedoch nicht die relative
Gewichtung der einzelnen riskanten Wertpapiere.

Damit kann zu einem Kapitalmarktmodell mit einer Vielzahl von Investoren mit
unterschiedlichen Risikoeinstellungen iibergegangen werden. Im Gleichgewicht
muR dann die wegen der Tobin-Separation fiir alle Anleger identische Struktur der
riskanten Wertpapiere mit der Struktur des gesamten Angebotes iibereinstimmen,
weil sonst die Marktraiumungsbedingungen nicht erfiillt sein kénnen, das heift R’
ist gleich der Rendite des aus allen riskanten Anlagemdoglichkeiten bestehenden
Marktportefeuilles'®. Die somit von individuellen Bedingungen bestimmter Anleger

unabhdngige Gleichung (15) ist mit der bekannten Wertpapiermarktlinie des
CAPM identisch??,

5 Zum Modell von Martin Weber

Weber (1990) stellt sich die Aufgabe, ein beziiglich der individuellen Risikoprife-
renzen auf empirisch abgesicherten Annahmen beruhendes Modell zu entwickeln.
Es wird davon ausgegangen, dag die Priferenzen eine Funktion von ,Wert* und
JRisiko* sind, wobei Wert durch den Erwartungswert @ = E(X) und Risiko durch
r = E exp(c(X — W) mit ¢ < 0 gemessen wird?. Bei diesem neuen RisikomaR wer-
den also bei der Erwartungswertbildung die Differenzen X — pu nicht wie bei der
Varianz quadriert, sondern statt dessen in die Exponentialfunktion eingesetzt. Die-
ser Ansatz ist letztlich allgemeiner als die herkémmlichen p-o-Regeln?!,

Die zugeordnete lokale Nutzenfunktion soll fiir ein beliebiges, als Funktion von
Wert und Risiko gegebenes Priferenzfunktional U(u,r) wieder durch partielle
Ableitung nach den diskreten Wahrscheinlichkeiten w; berechnet werden. Wegen
r=2X [w; exple(x; — Ekak))] ergibt sich:

u(ur) _ 8U dU U &r

s M 5 B0 16)
dw, o dw, " o Sw, h
SU 85U |
= a X + E [exp(c(xi—i.l))—xicr]

Unterstellt man fiir x; = x auch bei stetigen Verteilungen die Richtigkeit dieses in
Tabelle 1 angegebenen Ergebnisses, dann erhilt man fiir die erste Ableitung:

gigen Werpapieren ist die Kovarianzmatrix invertierbar (vgl. Rudolph (1979), S. 25F). Auf der rech-

ten Seite bleibt dann ad stehen und auf der linken Seite ergibt sich ein exogen vorgegebener, von

den individuellen Risikopraferenzen unabhingiger Ausdruck, der gleich a; gesetzt werden kann.

Fur die sichere Anlage gilt die Separationsaussage nicht, da dann in der Beweisskizze in Funote 16

alle relevanten Kovarianzen verschwinden,

18 Vgl auch Franke/Hax (1994), S. 345,

19 Loistl (1994), S. 227, ist dagegen der Ansicht, das CAPM auch ohne Gleichgewichtsannahmen her-
leiten zu kdnnen. Wie aus den obigen Ausfithrungen ersichtlich ist, ist eine solche Aussage deshalb
problematisch. weil nur im Gleichgewicht das von den jeweiligen Risikopriferenzen abhingige
optimale Portefeuille durch das Marktportefeuille ersetzt werden kana.

20 Vgl. Weber (1990), S. 252 und 262.

21 Vgl. Weber (1990), S. 255.

17

u'(x,F) = 125 + AU [c explelx —p)) —cr) an
S dr

Wie bei den p-o-Regeln sind Dominanzverstofie nicht ausgeschlossen, weil die
Positivitit der Ableitung u'(x,F) nicht allgemein garantiert werden kann?2,

Die sich aus dem Modell von Weber ergebende Spezifikation der lokalen Nutzen-
funktion ist schlieBlich wieder in Gleichung (14) einzusetzen. Dabei ist zu beach-
ten, da® statt der Budgetbeschrinkung in Gleichung (5) Weber die Restriktion Za, = 1
verwendet 3, das heift die Wertpapiere wurden zu X'; = (W/p)X; mit einem ein-
heitlichen Preis p'; = (W/p)p; = W normiert. Substitution von (17) in (14) ergibt
wegen 1 +R;=X/W, 1 +R* = X¥/W, 1 +1 = X¢yW, X* = E(X*) und X; = E(X;):

E(X)-X; _ Cov[X;, exp(e(X*-X*)]
E(X*) - X; T CovIX®, exp(c(X*-X")] (18)
El[(X; - X,), exp(c(X*-X*))]

E[(X* -X*), exp(c(X*-X"))]

Dieses Ergebnis wird von Weber als Grundgleichung eines alternativen CAPM
angegeben?i, Dabei wird angenommen, daf bei der Berechnung des RisikomaRes
r von allen Marktteilnehmern der gleiche Wert ¢ angesetzt wird?. Fraglich ist aber,
ob auch in diesem Modell alle Anleger unabhingig von ihrer Risikoeinstellung
dasselbe Portefeuille aus riskanten Wertpapieren halten. Tatsdchlich postuliert
Weber aufgrund einer graphischen Intuition fir sein Modell die Gultigkeit dt?r
Tobin-Separation?. Eine nihere Betrachtung zeigt allerdings, daR dieser Beweis
nicht stichhaltig ist?”. Es ist also zweifelhaft, ob in der Gleichung (18) statt des
individuell optimalen Portefeuilles das Marktportefeuille als Referenzgrofie ver-
wendet werden kann,

6 Zusammenfassung und Ausblick

Gegenstand dieses Beitrages ist eine Anwendung der von Machina (1982) vorge-
stellten Theorie der differenzierbaren Risikopriferenzen auf portefeuilletheoreti-
sche Fragestellungen. Beim Machina-Ansatz ist bereits eine sehr wenig einschrin-
kende Differenzierbarkeitsbedingung hinreichend fiir die Existenz einer lokalen
Nutzenfunktion, durch die das Risikoverhalten ganz analog zu einer herkémmli-
chen Bernoulli-Nutzenfunktion beschrieben wird. Fur fast alle bekannten Risi-
koentscheidungskalkiile kann eine lokale Nutzenfunktion angegeben werden.
Damit konnten unter wesentlich schwicheren Annahmen Bedingungen fiir die
optimale Portefeuilleselektion formuliert werden. Insbesondere mit Bezug auf den
State-Preference-Ansatz kann dabei festgestellt werden, daff die einschligigen

22 Vgl dazu Weber (1990), S. 263 ff.

23 Vgl Weber (1990), S. 268,

24 Vgl. Weber (1990), S. 292,

25 Vgl. Weber (1990), S. 287.

26 Vgl Weber (1990), S. 281ff,

27 Das Problem besteht darin, da® die auf S. 282 in Abbildung 36 eingezeichnete Dominanzbezichung
keineswegs zwingend aus den unterstellten Kriimmungseigenschafren folgr.



Ergebnisse auch dann Giiltigkeit behalten, wenn herkémmliche Bernoulli-Nutzen-
funktionen durch lokale Nutzenfunktionen vom Machina-Typ ersetzt werden?s,

Nur unter bestimmten Bedingungen kénnen jedoch aus einer solchen auf die Indi-
vidualebene bezogenen Theorie der Portefeuilleselektion Aussagen zu einem
umfassenden Kapitalmarkitmodell bei einer Vielzahl von Investoren mit jeweils
unterschiedlichen Risikopriferenzen abgeleitet werden. So IRt sich zwar aus der
Bedingung fiir ein optimales Portefeuille ein Zusammenhang zwischen der Ren-
dite eines einzelnen Wertpapiers und der Portefeuillerendite herleiten, der der
Wertpapiermarktlinie des CAPM sehr dhnlich ist (vgl. Gleichung (14)). Das Beta
berechnet sich jedoch hier aus den Kovarianzen der Renditen jeweils mit dem sich
aus der lokalen Nutzenfunktion des Investors ergebenden Grenznutzen des opti-
malen Portefeuilles und ist damit von den in der Praxis kaum zu ermittelnden Risi-
kopriferenzen eines ausgewihlten Anlegers abhingig. Dariiber hinaus kann auch
das in diesem Renditezusammenhang als ReferenzgroRe dienende optimale Anle-
gerportefeuille von den individuellen Priferenzen abhingig sein und daher im all-
gemeinen nicht durch das Marktportefeuille ersetzt werden.

Die bekannte Grundgleichung des CAPM ergibt sich aus diesem Ergebnis durch
eine bestimmte Spezifikation der lokalen Nutzenfunktion. Dazu muf angenom-
men werden, daf bei den Anlageentscheidungen nur die Parameter p und ©
berticksichtigt werden. Jedem Priferenzfunktional U(u,0) ist in diesem Fall eine
quadratische lokale Nutzenfunktion mit linearem Grenznutzen zugeordnet, deren
Koeffizienten bei der Berechnung der Kovarianzen wegfallen; das Beta ist also
nicht mehr von der lokalen Nutzenfunktion des Anlegers abhiingig. Aufgrund der
Tobin-Separation kann unter Gleichgewichtsbedingungen auferdem das Markt-
portefeuille als ReferenzgroRe verwendet werden. Damit kommen in dem erwihn-
ten Renditezusammenhang die individuellen Risikopriferenzen nicht mehr vor,
und man erhilt die Wertpapiermarktlinie des CAPM. Wenn die Erwartungswerte
der Renditen und die Kovarianzen aus vergangenen Marktdaten geschitzt werden,
dann kann das CAPM als Erklirungsmodell fiir am Kapitalmarkt beobachtbare
Renditen interpretiert werden, wobei das Beta die Volatilitit eines einzelnen Wert-
papiers relativ zum Gesamtmarkt mift.

Einer anderen Spezifikation der lokalen Nutzenfunktion entspricht dagegen das
alternative CAPM von Weber (1990), bei dem die Standardabweichung durch ein
anderes beziehungsweise allgemeineres RisikomaR r ersetzt wird. Wenn alle Anle-
ger dasselbe Risikomaf r verwenden, dann ist auch bei diesem Ansatz das jetzt
etwas anders zu berechnende Beta in dem erwihnten Renditezusammenhang von
dem konkreten Priferenzfunktional U(Lr) eines bestimmten Anlegers unabhingig
(vgl. Gleichung (18)). Im Modell von Weber ist es aber fraglich, ob das von der
individuellen Risikoeinstellung unabhingige Marktportefeuille als ReferenzgroRe
verwendet werden kann. Eine entsprechende Begriindung fiir die Giiltigkeit der
Tobin-Separation erweist sich als nicht stichhaltig.

Die Tobin-Separation besagt, daR die optimale Struktur der riskanten Anlagen fiir
alle Investoren identisch ist. Die Entscheidung, wie das Vermégen in Abhangigkeit

28 Dagegen kann im Rahmen der Principal-Agent-Theorie bei einem Second-Best-Ansatz die Charak-
terisierung optimaler Entlohnungsfunktionen nicht einfach dadurch verallgemeinert werden, daR
Bernoulli-Nutzenfunktionen durch lokale Nutzenfunktionen substituiert werden. Es ergeben sich
vielmehr substantiell andere Bedingungen; vl im einzelnen Rau-Bredow (19954).

von der individuellen Risikoeinstellung zwischen sicheren und riskanten Wertpa-
pieren aufzuteilen ist, kann also von der Frage getrennt werden, wie das ris‘kante
Portefeuille optimal zusammengestellt werden soll. In einem Kapitalmarktgleichge-
wicht muf das fiir alle Investoren einheitliche riskante Portefeuille auRerdem
wegen der Marktriumungsbedingungen mit dem Markiportefeuille ﬁbf_:_rein-
stimmen. Unter den Bedingungen der Tobin-Separation wiirde es also geniigen,
wenn nur eine sichere Anlage und das Marktportefeuille, in dem alle riskanten
Wertpapiere zusammengefagt sind, am Kapitalmarkt gehandelt werden. (Daher
auch die Bezeichung ,two-fund-separation®.) Eine dariiber hinausgehende Yentoll—
stindigung der gehandelten Anspriiche — etwa durch die Einfilhrung derivativer
Instrumente — wiirde die Allokationseffizienz nicht weiter erhéhen.

Bei dieser Separationsaussage handelt es sich natiirlich um ein spezielles Ergebnis,
das nur unter bestimmten Annahmen beziiglich der individuellen Risikopriferen-
zen gliltig ist. Ein trivialer Sonderfall liegt vor, wenn alle Investoren idt?nti.slache
Risikopriferenzen besitzen, denn dann kénnen sich auch nicht unterschle_dhche
optimale Portefeuilles ergeben. Aber auch wenn im Rahmen des Klassischen
CAPM bei den Anlageentscheidungen nur die Parameter W und ¢ beriicksichtigt
werden, ist das optimale riskante Portefeuille bekanntlich unabhingig von dem
konkreten p-o-Priferenzfunktional??, Wird das Risikoverhalten der Anleger dage-
gen gemif dem Bernoulli-Prinzip durch die Maximierung des Erwartungsnutzens
beschrieben, dann gilt die Tobin-Separation nur unter zusitzlichen Anforderunger_l
an die Nutzenfunktionen. So ist bei einer Nutzenfunktion aus der HARA-Klasse mit
byperbolischer absoluter Kisikoaversion —u“(x) /u'(x) =1/ (a + bx) die Struktur
des riskanten Portefeuilles vom Anfangsvermoégen und von der Variablen a unab-
hingig; die Variable b muf dagegen fiir alle Investoren gleich s;in-"@. Fir die weﬂi-
tere Forschung ergibt sich damit die Frage, ob sich ahnliche Bedingungen auch fir
lokale Nutzenfunktionen vom Machina-Typ angeben lassen. Die Kenntnis solcher
Bedingungen wiirde es unter anderem ermoglichen, direkt anhar_ad d:_e_r zu-
geordneten lokalen Nutzenfunktion die Giltigkeit der Tobin-Separation fiir das
Modell von Weber (1990) zu {iberpriifen.

29 Vgl. dazu neben den einschldgigen Lehrbuchdarstellungen auch die Beweisskizze in Fufinote 16.

30 Die Formulierung des Ergebnisses wurde von Mossin (1977). S.66, tbernommen. Vgl aucrl
Cass/Stiglitz (1970), Franke (1983). Auch durch bestimmte Einschrinkungen beziglich der Vertei-
lung kann Separation erreicht werden; vgl. Ross (1978).



Anhang

Wenn G(x) die Verteilungsfunktion von Za,X, ist, dann sei bei einem um marginal
h hoheren Anteil am Wertpapier i Gy(x) die Verteilungsfunktion von Za,Xi + hX.
Aus der Existenz einer lokalen Nutzenfunktion folgt dann:

da; b h

=]iml
WL utx, 6 Gy (0) - dGGO) + oG — GID |

=li rg% (Elu(ZaiXy + hX;, G) — u(ZaiXi, G)] + o(|Gy - GIDI

Elu'(Za Xy, G)X] + 1“ %10(”(3}1 =Gl /h

Mit k als oberer Schranke?! fiir die Werte der Zufallsvariablen X; gilt auBerdem:
Gy =Gl =]IGyx) - G | dx

= JIP(Za X, + hX; < x) — P(Za, X, < %)| dx

<JGx+hk) - Gx-hk)dx=2h k

Dabei folgE das letzte Gleichheitszeichen aus einer Betrachtung der Fliche zwi-
schen zwei horizontal um 2hk verschobenen Verteilungsfunktionen. Der Restterm
o(|Gn = GlI)/h kann damit durch 2k o(||Gy, - GID/[IG, — G|l abgeschitzt werden und

geht gegen Null, weil gemiR der Definition des Landauschen Symboles o ) aus
X = 0 auch o(x)/x — 0 folgt.
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Summary

Research in portfolio theory is usually done in the mean/variance framework. A
more general approach to decision making under risk has been provided by
Machina (1982) whereby a not very restrictive differentiability assumption makes
it possible to assign a so called ,lokal* utility function to almost every decision
rule, including the mean/variance principle. This paper gives a corresponding
generalization of standard portfolio theory which includes state-preference-theory,
the results of the classical CAPM and the model of Weber (1990) as special cases.



